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기초



변수와상수

1. 변수 (variable)는비어있는상자와
같아서기본적으로한번의한가지

정보를저장할수있음

2. 상수 (constant)는고정된값으로한번
정해지면변하지않음

y = (x − 2)/(2x + 1)

학습할때가중치는변수로서계속

변하지만, 학습이 완료된후모델에서

사용될때는상수의역할을함
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1차식과 2차식 i

항 숫자나문자, 또는 그 둘의곲으로표현되는식

예: 3,3a,−4ab, x
3 ,a

2

차수 각항에변수가곱해진횟수. 이 때 상수만곱해진항은

차수가 0 (예: 3이라는항은차수가 0)
−4ab는 a의차수 1과 b의차수의합으로 2, a2의차수는 2

계수 각항에서문자 (변수)를제외한부분
(예: 3이라는항에서계수는 3, x

3은
1
3 × x이므로계수는 1

3 )
단항식 1개의항으로이루어진식
다항식 여러항이덧셈이나뺄셈으로연결된식

3a − 2b + 4a2b + 6
계수는순서대로 3,−2,4,6,
차수는 순서대로 1,1,3,0
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1차식과 2차식 ii

최고차항 다항식에서차수가가장높은항. 최고차항이다항식의

차수가됨

x의 1차식 수식의항중에서최고차항의차수가 1인식
절편 x = 0일때 y의값

기울기 y = ax + b에서계수 a. x의증가속도를나타냄
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Figure 1: a > 0
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Figure 2: a < 0
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1차식과 2차식 iii

x의 2차식 수식의항중최고차항이 2인식

y = ax2 + bx + c
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Figure 3: a > 0
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Figure 4: a < 0
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함수의개념

함수 어떤입력값 x에따라하나의출력값 y가결정된다면 y는 x
의함수이다.

x→ f(x) = 2x→ y

컴퓨터공학에서의함수
수학의함수보다더확장된개념으로어떤입력값에대해참이나거짓

같은형태또는문자열같은형태도출력으로사용될수있음
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제곱근

제곱근 제곱을했을때어떤수가되는값을그어떤수에대한

제곱근이라고부름.

어떤수 a에대해 a = b2을만족하는 b가있다면이러한 b를
a의제곱근이라고함. 실수에서는양수에대한제곱근이
반드시두개존재함 ±

√
a

√
로표현하고루트라고읽음.

a > 0, b > 0, c > 0일때다음의식이성립함

1.
√

a2 = a
2. a ×

√
b = a

√
b

3. b
√

a + c
√

a = (b + c)
√
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a ×
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√
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√

a√
c =
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6.
√

a2 × b = a
√

b
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거듭제곱과거듭제곱근

거듭제곱 a를 p번곱한것을 a
의 p제곱또는 a의 p
승이라고부르고 ap

라고표기함.

a를밑수 (base) p를지수
(exponent)라고함. 지수는 분수
또는음수가될수있음.

거듭제곱근 p제곱을하면 a가
되는수를 a의 p
제곱근이라고부르고
p
√

a라고표기함
2
√

a는평방근이라고부르고 2를
생략하기도함

a > 0, b > 0이라고가정

a0 = 1
apaq = ap+q

(ap)q = ap+q

(ab)p = apbp

a−p = q
ap

p
√

a p√b = p√ab
p
√

q
√

a = pq
√

a
p
√

a = a
1
p
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지수함수와로그함수 i

지수함수 a > 0,a ≠ 1일때 y = ax와같이표현되는함수
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Figure 5: a > 1
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Figure 6: 0 < a < 1
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지수함수와로그함수 ii

로그 어떤 x가 ay이라고표현될때의지수 y를 a를밑으로하는
x의로그라고하며, 기호 log를사용하여 y = logx

a와같이

표현함. 이 때, x를진수 (antilogarithm)라고하는데
a > 0,a ≠ 1, x > 0이다.

a > 0,a ≠ 1, x, y > 0일때다음이성립함

loga a = 1
loga 1 = 0
loga xy = loga x + loga y
loga

x
y
= loga x − loga y

loga xy = y loga x

loga x = logc x
logc a

, c > 0, c ≠ 1

Math for AI, Seongjin Lee (Gyeongsang National University) 10/154



지수함수와로그함수 iii

로그함수 진수를변수로사용하는함수. a > 0,a ≠ 1, x > 0일때
다음과같이표현되는함수를로그함수라함.

y = loga x
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Figure 7: a > 1
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Figure 8: 0 < a < 1
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지수함수와로그함수 iv

• 가능성을나타내는척도로우도또는가능도 (likelihood)를사용하며,
가능도를나타내는함수를 likelihood function가능도함수라고함

• likelihood식은확률식과같고 0과 1사이의값을갖음
• likelihood를계속곱하다보면값이계속작아져서다루기어려워짐.
그래서 likelihood와로그함수를같이사용함

• 로그를사용하면 loga XY = loga X + loga Y와같이곱셉을덧셈으로
표현할수있어서계산이쉬워짐
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자연로그

자연로그의밑, 네이피어 상수 e
e = lim

n→∞
(1 + 1

n
)

n
= 2.718281 . . .

• 자연상수 e를사용하는이유는몇가지유용한특징때문임

d
dx

ex = ex

d
dx

ln x = 1
x
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시그모이드함수 i

시그모이드함수 Sigmoid는다음과같이표현됨.

ςa(x) =
1

1 + exp(−ax)

이때, a를게인 (gain)이라부르는데특별히 a = 1일때의시그모이드
함수를표준시그모이드함수라고부름. x가음의무한대로갈때 0,양의
무한대로갈때 1,그리고 0일때 ςa(0) = 1

2가됨
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시그모이드함수 ii
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Figure 9: a > 1
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시그모이드함수 iii

다양한활성화함수

x

y

Figure 10: ReLU
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Figure 11: tanh함수
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삼각함수 i

삼각함수 각의크기에따라값이달라지는함수

도수법 원이한바퀴도는데필요한각을 360○로표현
호도법 반지름이 r인원에서그반지름과같은길이의호 AB가

있다고할때그중심각의크기는항상일정함. 이때의 각을

1 radian이라고부르고 1 rad라고표기함
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삼각함수 ii

A

B
r

r

1(rad)

Figure 12: radian
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삼각함수 iii

도수법 0○ 30○ 45○ 60○ 90○ 120○ 180○ 360○

호도법 0 1
6π

1
4π

1
3π

1
2π

2
3π π 2π

x

y

0-1 1

-1

1
sin θ

cos θ

A(x, y)

θ

Figure 13: 단위원과삼각함수

sinθ = y
cosθ = x

tanθ = y
x
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삼각함수 iv

θ 0 1
6π(= 30○) 1

4π(= 45○) 1
3π(= 60○) 1

2π(= 90○)
sinθ 0 1

2

√
2

2

√
3

2 1
cosθ 1

√
3

2

√
2

2
1
2 0

tanθ 0
√

3
3 1

√
3 -

θ 2
3π(= 120○) 5

6π(= 150○) π(= 180○) 3
2π(= 270○) π(= 360○)

sinθ
√

3
2

1
2 0 −1 0

cosθ − 1
2 −

√
3

2 −1 0 1
tanθ −

√
3 −

√
3

3 0 − 0
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삼각함수 v

• 반지름 1인원의둘레위의한점 A의좌표 x, y는 −1 ≤ x ≤ 1과
−1 ≤ y ≤ 1범위안에있음

• 같은이유로 sin θ, cos θ가갖을수있는값의범위도 −1 ≤ sin θ ≤ 1,
−1 ≤ cos θ ≤ 1이됨

• tan θ는임의의실숫값을갖음
• 함수가값을가질수있는범위를치역 (range)라고함

tan θ = sin θ

cos θ

sin2 θ + cos2 θ = 1
1 + tan2 θ = 1

cos2 θ
x

y

0-1 1

-1

1
sin θ

cos θ

A(x, y)

θ

Figure 14: 단위원과삼각함수
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절댓값과유클리드거리 i

절댓값 어떤수와 0과의수직선과의거리, ∣를사용해서숫자의앞
뒤를감싸서표현. ∣3∣ = 3, ∣ − 3∣ = 3과같이표현됨

유클리드거리 좌표계상의두점을잇는최단거리의선

a의좌표 (ax,ay) b의좌표 (bx, by)라고할때이두점의
유클리드거리는다음과같음.

√
(ax − bx)2 + (ay − by)2
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수열 i

수열 여러숫자가줄지어나열된것을표현함. 공학에서는

일정한패턴을갖는수열을주로다룸

항 수열을구성하는하나의숫자

a1,a2,a3,a4, . . . ,an

a1을첫항또는초항이라고하고 an을끝항또는

말항이라고함

등차수열 각항의차 (공차, common difference)가일정한수열
등차수열의일반항 초항 a, 공차가 d일때, 등차수열의제 n항 an은

다음과같이정의한다.

an = a + (n − 1)d
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수열 ii

등차수열의합 초항이 a, 말항이 l, 항의 개수는 n, 초항에서 말항까지의
합이 S라고할때, 다음의 식이성립함

S = 1
2

n(a + l)

등비수열 인접하는항의비율이일정한수열, 1,2,4,8,16,32, . . .
일반적으로등비수열은 a,ar,ar2,ar3, . . . ,arn과같은

형태가됨.

공비 등비수열에서인접하는항의비율 an+1 = 2 × an

등비수열의일반항 초항이 a, 공비가 r일때, 등비수열의제 n항 an은

다음과같이정의함

an = arn−1
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수열 iii

등비수열의합 초항이 a, 공비가 r, 초항에서제 n항까지의합이 Sn이라고

할때다음과같은식이성림함

if r ≠ 1,Sn = a(1 − rn)
1 − r

= a(rn − 1)
r − 1

if r = 1,Sn = na

총합 ∑이라는기호를쓰고각항의합을뜻함

4
∑
k=1
(3k + 1) = (3 × 1 + 1) + (3 × 2 + 1)

+(3 × 3 + 1) + (3 × 4 + 1)
= 4 + 7 + 10 + 13
= 34
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수열 iv

기억할공식 다음 4개의식은기억해두면좋음

∑n
k=1 k = 1

2 n(n + 1) ∑n
k=1 k2 = 1

6 n(n + 1)(2n + 1)

∑n
k=1 k3 = ( 1

2 n(n + 1))2 ∑n
k=1 c = nc, c는상수

총승의성질 다음과같은성질을갖음

n
∑
k=1
(ak + bk) =

n
∑
k=1

ak +
n
∑
k=1

bk

n
∑
k=1

pak = p
n
∑
k=1

ak,p =상수
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수열 v

총승 ∏이라는기호를쓰고각항의곱을뜻함

Let ak = k − 1
4
∏
k=1

ak = a1 × a2 × a3 × a4

= 1 × 3 × 5 × 7
= 105
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수열 vi

y = [ x1 x2 x3 . . . xn ] ×

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

w1
w2
w3
⋮

xn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+ b

y = x1 ⋅w1 + x2 ⋅w2 +⋯ + xn ⋅wn + b

=
n
∑
k=1

xkwk + b

Math for AI, Seongjin Lee (Gyeongsang National University) 28/154



집합과원소 i

집합 set,어떤조건을만족하는것들을중복되지않도록모두
모은모둠. {과 }으로원소를감싸는모양으로표기

원소 element,이집합에들어가는각각의것

표기방법

• {2,4,6,8,10}
• {x∣x조건 }

만약어떤원소 x가 A에속한다면 x ∈ A그렇지않다면 x ∉ A

두개의집합 A, B가있을때두집합의원소가서로완전히일치하면
A = B이라고표현
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집합과원소 ii

부분집합 집합 B의모든원소가집합 A의원소라면집합 B는 A의
부분집합이라고표현

교집합 intersection,두개의집합이있을때두개의집합에모두
속하는원소들의집합, A ∩B

합집합 union,두개의집합이있을때적어도한집합에속하는
원소들의집합, A ∪B

공집합 원소가하나도없는집합. ϕ로표현하고 ϕ는모든집합의

부분집합임. 어떤 집합 A가있을때 ϕ ⊂ A라고할수있음
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집합과원소 iii

A B

A ∩B

A B

A ∩B

A B

A ∪B

A B

A −B

BA

B −A
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미분



극한

극한 수열이나함숫값이어떤특정값에한없이가까워지는것을

의미

수렴 convergent, x의값을어떤값 a에최대한가깝게만들때,
함수 f(x)의어떤값 a에최대한가까워지는모양

극한값 limit, limiting value. 수렴하려는값을표현. a는함수 f(x)
에서 x→ a일때의극한값이라고표현

lim
x→a

f(x) = α, f(x)→ α(x→ a)
f(x) = x2 − 1

x − 1

lim
x→1

x2 − 1
x − 1

= lim
x→1

(x − 1)(x + 1)
x − 1

= lim
x→1
(x + 1) = 2 −1 1 2 3

1

2

3

4
y = f(x)

f(x)는 x = 1일때분모가 0이
되기때문에 y를정의할수
없음. x ≠ 1일때는정의가능
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미분의기초 i

예제
강남역에서인천공항까지 72.56km의거리를자동차로이동하는데 1시간
반이걸렸다. 이때의 이동평균속도를구하라.

평균 속도v = 72.56km
1.5h

≈ 48.37km/h

순간속도 v = lim
∆t→0

∆x
∆t

= lim
δt→0

x(x + δx) − x(t)
∆t

미분표기법
dx(t)

dt
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미분의기초 ii

미분풀이

y = f(x)
y = αx + β

식 1: f(a) = αa + β
식 2: f(b) = αb + β

f(b) − f(a) = α(b − a)

식 3: α = f(b) − f(a)
b − a

β = f(a) − αa

= f(a) − f(b) − f(a)
b − a

a

• 식 3: 기울기 α –두점
사이에서평균적으로변화한

정도. 평균변화율

• 이해: 함수 f(x)위의점
(a, f(x))에서순간적으로
변화는정도 (기울기)
alpha = df(x)

dx

• 어떤함수의특정한지점의
기울기를구하는것을

미분한다고표현
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미분의기초 iii

미분한다

df(a)
da

= lim
∆x→0

∆f(a)
∆x

= lim
∆h→0

f(a + h) − f(a)
(a + h) − a

= lim
∆h→0

f(a + h) − f(a)
h

• 접선: 함수 f(x)위의한점 a
을지나는직선

• 미분계수: 평균변화율의
극한값인 α는 x = a일때의
미분계수라고함

• 상수 a는변수 x가가질수
있는수많은값들중

하나임.

• 상수 a에어떤 x를
대입하더라도 df(a)

dx x의값은
결정되므로 df(a)

dx x는 x에
대한일종의함수

• df(x)
dx x라쓰고도함수
(derivative)라고부름.

y = df(a)
dx

x + (f(a) − df(a)
a
)

= d
f(a)
(x − a) + f(a)
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상미분과편미분 i

상미분
Ordinary derivative,변수가하나만있는함수의미분

1. y = xr일때 df(x)
x = rxr−1, 이 때 r은임의의실수

2. d
x (f(x) + g(x)) = df(dx)

dx + dg(x)
dx

3. d
dx (kf(x)) = kdf(x)

x
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상미분과편미분 ii

전미분
Total derivative,변수가두개이상이있는함수의미분

z = f(x, y)
= 3x2 + 2xy + 2y2

∆z = f(x +∆x, y +∆y) − f(x, y)
= 3(x +∆x)2 + 2(x +∆x)(y +∆y)2(x +∆y)2 − (3x2 + 2xy + 2y2)
= (6x + 2y)∆x + (2x + 4y)∆y + 3∆x2 + 2∆x∆y + 2∆y2

편미분
partial derivative,변수가두개이상일때하나의변수외에는고정을
시킨함수의미분

∆y = 0일때 ∆x→ 0로변화시키는것
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상미분과편미분 iii

δf(x, y)
δx

= lim
∆x→0

∆z
∆x

= lim
∆x→0

6x + 2y + 3∆x

= 6x + 2y

δf(x, y)
δy

= 2x + 4y

편미분을간단하게다음과같이표현할수있음
δf(x,y)

δx 는 fx(x, y), δf(x,y)
δt 는 fy(x, y)
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그래프그리기 i

x

y

0 a bc1 c2 c3

f′(c1) = 0

f′(c2) = 0

f′(c3) = 0

y = f(x)
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그래프그리기 ii
dx
dt

d2x
dt2 화살표 의미

0 NA x는일정 (dx
dt = 0)

+ + x는증가 (dx
dt > 0)하고, 증가율이 증가 (d

2x
dt2 > 0)

+ 0 x는증가 (dx
dt > 0)하고, 증가율이 일정 (d

2x
dt2 = 0)

+ − x는증가 (dx
dt > 0)하고, 증가율이 감소 (d

2x
dt2 < 0)

− + x는감소 (dx
dt > 0)하고, 감소율이 감소 (−d

2x
dt2 < 0)

− 0 x는감소 (dx
dt < 0)하고, 감소율이 일정 (−d

2x
dt2 = 0)

− − x는감소 (dx
dt < 0)하고, 감소율이 증가 (−d

2x
dt2 > 0)

변곡점: 그래프상에서곡선의방향이바뀌는지점을말함. 변곡점에서 2
계미분을하면값이 0이됨. 값의 앞과 뒤점에서의부호가반전됨.
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그래프그리기 iii

극값, 극대 또는극소: 변곡점중최대또는최소값을갖는점을극대또는

극소라하고통틀어서극값이라고함.
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함수의최댓값과최소값

최댓값과최솟값 극점또는함수가정의된구간양끝단에서나옴

x -3 ⋯ 1 ⋯ 10
df(x)
dx - - 0 + +

d2f(x)
dx2 + + + + +

f(x) 20 4 85
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초등함수와합성함수의미분, 그리고 곱의법칙 i

초등함수 xr (멱함수), ax (지수함수), logc x (로그함수),삼각함수등을
통틀어초등함수 (elementary function)라부름

초등함수의미분공식
원래함수 원래함수를 x로미분한것

역함수 xr rxr−1

지수함수
ex, exp(x) ex, exp(x)

ax ax loga
e

로그함수 loge x (x > 0) 1
x

삼각함수

사인함수 sin(x) cos(x)
코사인함수 cos(x) − sin(x)
탄젠트함수 tan(x) 1

cos( x)
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초등함수와합성함수의미분, 그리고 곱의법칙 ii

사인과코사인의관계

sin(x)cos(x)

− sin(x) − cos(x)

미분

미
분

미분

미
분

공식

• 합성함수미분 (변수한개): y = f(x)

dy
dx
= dy
du
⋅ du
dx

• 합성함수미분 (변수여러개): 연쇄법칙
(chain rule)이적용됨 z = f(x, y)

dz
dx
= dz
du
⋅ du
dx
+ dz
dv
⋅ dv
dx

• 곱의법칙

d
dx
(f(x)g(x)) = d(x)

dx
g(x) + f(x)dg(x)

dx
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초등함수와합성함수의미분, 그리고 곱의법칙 iii

예: f(x) = (3x − 4)50 의미분
u = 3x − 4라고하자. 이 때 다음과같이표현할수있음.

df(x)
dx

= df(x)
du
⋅ du
dx

계산하면다음과같음.

df(x)
dx

= du50

du
⋅ d(3x − 4)

dx
= 50u49 ⋅ 3
= 150(3x − 4)49
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특수함수의미분 i

시그모이드함수

ςa(x) =
1

1 + exp(−ax)

미분

dςa(x)
dx

= a ⋅ exp(−ax)
(1 + exp(−ax))2

= aςn(x) (1 − ςa(x))
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특수함수의미분 ii

시그모이드함수의 2차미분

d2
ςa(x)
dx2 = d (aςa(x) (1 − ςa(x))))

dx

= adςa(x)
dx

(1 − ςa(x)) + aςa(x)
d (1 − ςa(x))

dx

= adςa(x)
dx

(ςa(x)) + aςa(x)
d (1 − ςa(x))

dx

= adςa(x)
dx

(1 − 2ςa(x))

= a2ςa(x) (1 − ςa(x)) (1 − 2ςa(x))
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특수함수의미분 iii

표준시그모이드함수 (a = 1)

−20 −10 10 20

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.5

표준시그모이드함수의미분

−10 −5 5 10

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.25
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특수함수의미분 iv

ReLU (Rectified Linear Unit)함수

φ(x) =max(0, x) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x (x > 0)
0 (x ≤ 0)

φ′(x) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1 (x > 0)
0 (x ≤ 0)

ReLU함수 φ(x)의그래프

−3 −2 −1 1 2 3

1

2

3
ReLU함수의미분 φ′(x)그래프

−1 −0.5 0.5 1

0.5

1
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선형대수



벡터

벡터를표현하는세가지방법

• a출판물의활자에자주사용됨
• a⃗벡터표기할때자주사용됨
• A실수, 자연수 등을표현하는데사용되기때문에잘안쓰임

행벡터: 성분을 나열한방식이

가로인경우

a = (a1 a2 a3 . . . an)

열벡터: 성분을 나열한방식이

세로인경우

b =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

b1
b2
b3
. . .

bn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠
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덧셈과뺄셈, 그리고 스칼라배

차원이같은경우만덧셈, 뺄셈이 가능함

벡터의덧셈

⎛
⎜⎜
⎝

1
2
3

⎞
⎟⎟
⎠
+
⎛
⎜⎜
⎝

4
5
6

⎞
⎟⎟
⎠
=
⎛
⎜⎜
⎝

1 + 4
2 + 5
3 + 6

⎞
⎟⎟
⎠
=
⎛
⎜⎜
⎝

5
7
9

⎞
⎟⎟
⎠

벡터의뺄셈

⎛
⎜⎜
⎝

1
2
3

⎞
⎟⎟
⎠
+
⎛
⎜⎜
⎝

4
5
6

⎞
⎟⎟
⎠
=
⎛
⎜⎜
⎝

1 − 4
2 − 5
3 − 6

⎞
⎟⎟
⎠
=
⎛
⎜⎜
⎝

−3
−3
−3

⎞
⎟⎟
⎠

벡터의스칼라배

2 ⋅
⎛
⎜⎜
⎝

1
2
3

⎞
⎟⎟
⎠
=
⎛
⎜⎜
⎝

2 × 1
2 × 2
2 × 3

⎞
⎟⎟
⎠
=
⎛
⎜⎜
⎝

2
4
6

⎞
⎟⎟
⎠

Math for AI, Seongjin Lee (Gyeongsang National University) 51/154



유향성분 i

유향성분 a⃗ = (4,3)은오른쪽으로 4,
위쪽으로 3움직이는것과
같은의미임. 이때 원점에서

특정점 (4,3)을잇는최단
방향과그거리를나타내는

화살표를뜻함

a⃗

4

3

5

a⃗ = (1,2), b⃗ = (3,1)일때

a⃗ + b⃗ = (4,3)

a⃗ + b⃗

a⃗

b⃗

b⃗

a⃗a⃗ +
b⃗
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유향성분 ii

a⃗ = (1,2), b⃗ = (3,1)일때
• −a⃗
• a⃗ − b⃗
• −b⃗ a⃗

−a⃗

b⃗

a⃗ − b⃗

a⃗ − b⃗

a⃗ − b⃗
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내적 i

내적 벡터에서서로대응하는성분끼리곱한다음그것들을모두

더한값. a⃗ ⋅ b⃗로표현되기도하고 ⟨a⃗, b⃗⟩로표기하기도함
벡터의내적은벡터가아니라스칼라가됨

a⃗ =

⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

a1
a2
⋮

an

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠

, b⃗ =

⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

b1
b2
⋮

bn

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠

일때

⟨a⃗, b⃗⟩ = a1b1 + a2b2 + . . . + anbn

=
n
∑
i=1
= aibi
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내적 ii

내적의다른말: 점곱 (dot product),스칼라곱 (scalar product),영사곱
(projection product)

외적의다른말: 교차곱 (cross product),벡터곱 (vector product),텐서곱
(tensor product)
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내적 iii

기하학적특징
벡터 a⃗와 b⃗가이루는각이 θ일때, ⟨⃗,a, b⃗⟩는다음과같이정의할수있음

⟨a⃗, b⃗⟩ = ∥a⃗∥∥b⃗∥ cos θ

이때 θ 는 a⃗와 b⃗의시작점을일치시킬때생기는사이각을말함. ∥a⃗∥는
벡터의길이또는유클리드거리를의미함.

∥b⃗∥

∥a⃗∥

θ

b⃗

a⃗

⟨a⃗, b⃗⟩ = 2 × 1 + 1 × 3 = 2 + 3 = 5

∥a⃗∥ =
√

22 + 12 =
√

5, ∥b⃗∥ =
√

12 + 32 =
√

10

⟨⃗,a, b⃗⟩ = ∥a⃗∥∥b⃗∥ cos45○ =
√

5 ×
√

10 ×
√

2
2
= 5
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직교조건

두개의벡터가직교한다 (수직으로만난다)는것은두벡터가이루는각이
90○라는뜻임

⟨a⃗, b⃗⟩ = ∥a⃗∥∥b⃗∥ cos90○

이때 cos90○ = 0이기때문에두벡터의내적은 0이됨.
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법선벡터

예를들어구표면위의하나의점에접하는접선을구했을때, 접선이

존재하는평면. 이를 접평면 (tangent plane)이라고하고, 접평면과 구와
접하는점을접점이라고함

접선과직교하는벡터를통해접평면을다룰수있는개념으로법선벡터을

사용함

Math for AI, Seongjin Lee (Gyeongsang National University) 58/154



벡터의노름 (norm)

노름 (norm) 벡터의시작점에서도착점까지도달하기위한 x, y에서
이동한거리. 예: a⃗ = (4,3)일때, 오른쪽으로 4,위로 3
이동하여총 7만큼이동함. 이렇게 구한움직인거리를
L1norm이라고함. 또는 맨해튼거리라고도함.

a⃗에대한 L1 norm
∥a∥1 = ∣a1∣ + ∣a2∣ +⋯ + ∣an∣ =

n
∑
i=1
∣ai∣

a⃗에대한 L2 norm

∥a∥2 =
¿
ÁÁÀ

n
∑
i=1

a2
i =
√

a2
1 + a2

2 +⋯ + a2
n

∥a⃗∥2 =
√
⟨a⃗, a⃗⟩와같이표현할수있음
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코사인유사도 i

코사인유사도 벡터의내적과 L2 norm을활용하여 cos θ 항을통해두

벡터의닮음을판단

기본식

⟨a⃗, b⃗⟩ =
n
∑
i=1

aibi

⟨a⃗, b⃗⟩ = ∥a⃗∥∥b⃗∥ cos θ

cos(a⃗, b⃗) = ⟨a⃗, b⃗⟩
∥a⃗∥∥b⃗∥

전개

cos(a⃗, b⃗) = ∑n
i=1 aibi√

∑n
i=1 a2

i
√
∑n

i=1 b2
i
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코사인유사도 ii

a⃗(−
4,−

2)

b⃗(6,
3)

코사인유사도 -1

a⃗(1,−2)

b⃗(6,3)

코사인유사도 0

a⃗(4
,2)

b⃗(6,
3)

코사인유사도 1
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행렬의덧셈과뺄셈 i

행렬 숫자를가로와세로로늘어놓은것

3 × 4행렬,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3 4 0 10
0 1 0 −3
−1 5 9 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

위의행렬은 3행 4열의행렬또는 3 × 4행렬이라고함. 이 때 3행 2열의
성분은 5

각행과열의원소끼리덧셈또는뺄셈을할수있으며행렬의크기가같을

때만더하거나뺄수있음
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행렬의곱셈 i

행렬은벡터의개념이확장된것임. 개념이해를위해다음의행벡터 a⃗와 b⃗
열벡터를살펴보자.

a⃗ = (−1,2), b⃗ = (3
2
)

a⃗와 b⃗는각각 1 × 2과 2 × 1행렬이라고할수있음.

행렬의 곱셉은벡터의내적과같음
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행렬의곱셈 ii

a⃗b⃗ = ⟨a⃗, b⃗⟩

a⃗b⃗ = (−1 2)(32
)

= −1 × 3 + 2 × 2 = 1
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행렬의곱셈 iii

공식

a⃗ = (a1 a2 . . . an) , b⃗ =

⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

b1
b2
⋮

bn

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠

일때

a⃗b⃗ = ⟨a⃗, b⃗⟩

= a1b1 + a2b2 +⋯ + anbn =
n
∑
i=1

aibi
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행렬의곱셈 iv

예제

a⃗1 = (−1,2)
a⃗2 = (1,1)

A = [a⃗1
a⃗2
] = [−1 2

1 1
]

b⃗ = (3
2
)

행렬 A와열벡터 b1 은

a1b1 = ⟨a⃗1, b⃗1⟩ = −1 × 3 + 2 × 2 = 1
a2b1 = ⟨a⃗2, b⃗1⟩ = 1 × 3 + 1 × 2 = 5
곱셉결과는 a⃗1b⃗1과 a⃗2b⃗1 를세로로쌓아서만든

열벡터가됨

Ab⃗1 = [a⃗1
a⃗2
] b⃗1

= [⟨a⃗1, b⃗1⟩
⟨a⃗2, b⃗1⟩

]

= [−1 2
1 1

] [3
2
]

= [1
5
]
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행렬의곱셈 v

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a⃗1
a⃗2
⋮

a⃗m

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a11 a12 ⋯ a1n
a21 a22 ⋯ a2n
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

am1 am2 ⋯ amn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, b⃗ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

b⃗1
b⃗2
⋮

b⃗n

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Ab⃗ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a⃗1
a⃗2
⋮

a⃗m

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

b⃗ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⟨a⃗1, b⃗⟩
⟨a⃗2, b⃗⟩
⋮

⟨a⃗n, b⃗⟩

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∑n
i=1 a1ibi

∑n
i=1 a2ibi
⋮

∑n
i=1 amibi

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1ib1 + a12b2 +⋯ + a1nbn
a2ib1 + a22b2 +⋯ + a2nbn

⋮
a1mbi + am2b2 +⋯ + amnbn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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행렬의곱셈 vi

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a⃗1
a⃗2
⋮

a⃗n

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a11 a12 ⋯ a1n
a21 a22 ⋯ a2n
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

am1 am2 ⋯ amn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

B = [b1, b2,⋯, bl] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

b11 b12 ⋯ b1l
b21 b22 ⋯ b2l
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

bn1 bn2 ⋯ bnl

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

AB =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a⃗1
a⃗2
⋮

a⃗n

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

[b1, b2,⋯, bl] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⟨a⃗1, b⃗1⟩ ⟨a⃗1, b⃗2⟩ ⋯ ⟨a⃗1, b⃗l⟩
⟨a⃗2, b⃗1⟩ ⟨a⃗2, b⃗2⟩ ⋯ ⟨a⃗2, b⃗l⟩
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

⟨a⃗n, b⃗1⟩ ⟨a⃗n, b⃗2⟩ ⋯ ⟨a⃗n, b⃗l⟩

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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행렬의곱셈 vii

AB의제p행 q열성분은
⟨a⃗p, b⃗q⟩ = ∑n

i=1 apibiq = ap1b1q + ap2b2q +⋯ + apnbnq 임
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행렬의곱셈 viii

행렬의스칼라배

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a⃗1
a⃗2
⋮

a⃗m

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a11 a12 ⋯ a1n
a21 a22 ⋯ a2n
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

am1 am2 ⋯ amn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

kA = k

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a⃗1
a⃗2
⋮

a⃗m

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ka11 ka12 ⋯ ka1n
ka21 ka22 ⋯ ka2n
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

kam1 kam2 ⋯ kamn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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행렬의곱셈 ix

AB에서성분 ⟨a⃗p, b⃗q⟩를정의할수있으려면행렬 A의열의개수와행렬
B의개수가같아야함. 즉 m × n행렬과 n × l행렬을곱하는형태여야만
곱셈을할수있고그결과는 m × l행렬이됨

행렬의곱셈에서는교환법칙 (AB ≠ BA)이성립하지않음

영행렬 성분전체가 0인행렬
단위행렬 왼쪽위에서오른쪽아래방향으로대각선상의모든성분이

1이고그밖의성분은 0으로채워진정방행렬. 어떤
행렬이나벡터에단위행렬을곱하면그결과가달라지지

않고원래행렬이나벡터가나옴. 항등사상

E = [1 0
0 1

]
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역행렬 i

역행렬 행렬에는나눗셈연산을할수없으므로행렬의역수

(reciprocal)를만들어곱셈으로같은효과를낼수있음.

1
2
÷ 3

5
= 1

2
× 5

3
= 5

6

a × a−1 = a−1 × a = 1

AA−1 = A−1A = E
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역행렬 ii

행렬식 역행렬의존재여부를확인하기위해사용됨. 행렬식이 0인
경우역행렬이존재하지않음.

A = [a b
c d
]

행렬식 = detA = ∣A∣

∣A∣ = detA = ad − bc
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역행렬 iii

역행렬 2 × 2행렬의역행렬은다음과같은식으로구할수있음

A = [a b
c d
]

A−1 = 1
ad − bc

[ d −b
−c a

]

2 × 2보다큰경우가우스소거법 (Gaussian elimination)이나여인자
전개 (cofactor expansion)과같은방법을써야함
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선형변환 i

선형변환 수학적으로벡터에행렬을곱해또다른벡터를만드는

함수. 하나의 벡터공간에서다른벡터공간으로, 벡터의

특징을유지한채변환하는방법

표준기저 standard basis, x축이나 y축, 그리고 z축처럼좌표계를
정할수있는벡터의집함

A = [−1 2
1 1

] , b⃗1 = [
3
2
] ,일때Ab⃗1 = [

−1 2
1 1

] [3
2
] = [1

5
]

A와 b⃗1의표준기저

A = (e⃗1, e⃗2)

e⃗1 = [
−1
1
] , e⃗2 = [

2
1
]

b⃗1 = 3 [1
0
] + 2 [0

1
]

= 3e⃗x + 2e⃗y
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선형변환 ii

Ab⃗1 = [−1 2
1 1

](3 [1
0
] + 2 [0

1
])

= 3 [−1 2
1 1

] [1
0
] + 2 [−1 2

1 1
] [0

1
]

= 3 [−1
1
] + 2 [2

1
] = 3e⃗1 + 2e⃗2 = [

1
5
]
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선형변환 iii

그림으로표현한선형변환

회전하거나확대또는축소할수

있음

0 x

y

3e⃗x

b⃗12e⃗y

0 x

y

e⃗x

e⃗y

e⃗1 e⃗2

3e⃗1

2e⃗2

b⃗1

Ab⃗1
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고윳값과고유벡터 i

정방행렬 A가있고다음의식을만족하는열벡터 x⃗(단x ≠ 0)가존재할때 λ

를행렬 A의고윳값 (eigenvalue)이라고하고 x⃗를고유벡터
(eigenvector)라고함

Ax⃗ = λEx⃗

(A − λE)x⃗ = 0

만약, (A − λE)가역행렬 (A − λE)−1을갖는다면, 다음과 같이양변에

역행렬을곱해줄수있음

(A − λE)−1(A − λE)x⃗ = (A − λE)−10

x⃗ = (A − λE)−10 = 0

단, det(A − λE) = 0
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고윳값과고유벡터 ii

벡터가회전하지않고확대나축소만할때, 변화한 벡터의길이비율이

고윳값이고, 벡터의 방향이고유벡터가됨

det([ 2 4
−1 −3

] − λ [1 0
0 1

]) = 0

det [2 − λ 4
−1 −3 − λ

] = 0

(2 − λ)(−3 − λ) − 4(−1) = 0
λ2 + λ − 2 = 0

(λ + 2)(λ − 1) = 0
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고윳값과고유벡터 iii

case 1 λ = −2

(A − (−2)E)x⃗ = [2 − (−2) 4
−1 −3 − (−2)

] x⃗ = [ 4 4
−1 −1

] x⃗ = 0

이식을만족하는해가고유벡터 x⃗임.

x⃗ = [α
β
]라고가정하고 [ 4 4

−1 −1
] [α

β
] = [0

0
]을풀면 α + β = 0이나옴

상수 t를가정하고 α = t그리고 β = −t [0
0
]라고풀어쓸수있음.

x⃗ = t [ 1
−1
]이고 x는 [ 1

−1
]의상수배가됨
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고윳값과고유벡터 iv

case 2 λ = 1

(A − (1)E)x⃗ = [2 − (−1) 4
−1 −3 − (−1)

] x⃗ = [ 1 4
−1 −4

] x⃗ = 0

이식을만족하는해가고유벡터 x⃗임.

x⃗ = [α
β
]라고가정하고 [ 1 4

−1 −4
] [α

β
] = [0

0
]을풀면 α + 4β = 0이나옴

정리하면 α = −4β 이고, 이를 풀면 α = t그리고 β = − 1
4 t가됨

x = t [ 1
− 1

4
] = t 1

4 [
4
−1
]이되어 x⃗는 [ 4

−1
]의상수배가됨

고유값과이에대응하는고유벡터는각각두개씩있음
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고윳값과고유벡터 v

인공지능알고리즘중비지도학습에서주성분분석 (PCA, Principal
Component Analysis)라는기법을쓰는데, 이 때 고윳값과고유벡터를
활용함. 기여율을 사용하여각주성분 (고유벡터에대응하는고윳값을
전체고윳값들의총합으로나눈값)이데이터를얼마나잘설명하는지
평가하는척도로사용
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확률과통계



확률 i

확률 어떤사건이우연히발생할가능성을표현한것. P

확률 = 어떤사건이발생할수있는경우의가짓수
모든경우의가짓수

조합 combination,서로다른 n개로부터중복없이 k개를
골라내는경우의수

nCk =
n ⋅ (n − 1)⋯(n − k + 1)

1 ⋅ 2 ⋅ ⋯ ⋅ (k − 1) ⋅ k

예: 트럼프 카드에서다섯장의카드를동시에뽑았을때, 다섯 장 모두가

하트인경우는몇가지인가. 13C5
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확률 ii

여사건 complimentary event,사건 A가발생할확률이 P일때,
사건 A의여사건, Ā가발생할확률

P(Ā) = 1 −P

예: 트럼프 카드에서 4장의카드를동시에뽑았을때, 적어도 1장이
스페이드인경우의확률. 1 − 39C4

52C4
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확률 iii

합사건 사건 A와사건 B가동시에발생하는사건: A ∩B (A and
B)

P(A ∩B) = P(A)P(B)

곱사건 사건 A와사건 B중에서어느한쪽이발생할사건 A ∪B (A
or B)

P(A ∪B) = P(A) +P(B) −P(A ∩B)

A B

A ∩B

A B

A ∩B

A B

A ∪B

A B

A −B
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확률변수와확률분호 i

확률변수 random variable,어떤변수 X를사용할때확률 P(X)의
확률로구할수있다면 X는확률변수임. 예: 주사위를 두
번던져합이 2가될확률 P(X2 = 2) = 1

6 ⋅
1
6 =

1
36

이산확률변수 discrete random variable,확률변수중에연속되지않고
셀수있을만큼흩어진경우를말함. 예: 주사위에 적힌

숫자, 사건이 일어나는시행횟수

연속확률변수 continuous random variable,값이특정범위내에서실수
형태로존재하며, 소수점 이하까지내려가는경우. 예:

몸무게, 경과 시간과같이끊김없이연속적으로이어지는

값
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확률변수와확률분호 ii

이산확률분포 discrete probability distribution,어떤사건의
이산확률변수가 X일때, 그에 대한확률 P는이산확률분포
f(x)를따름

P(X) = f(x)

주사위를두개던졌을때숫자의합과그에대한확률

X2 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
P(X2) 1

36
2

36
3

36
4

36
5

36
6

36
5

36
4

36
3

36
2

36
1

36
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확률변수와확률분호 iii

주사위가하나일때히스토그램

1 2 3 4 5 6
0

5

10

15

20

25

X1

P(
X

1)
[%
]

f(x) = P(X1)

균등분포

주사위가두개일때히스토그램

2 4 6 8 10 12
0

5

10

15

X1

P(
X

1)
[%
]

f(x) = P(X1)

종형곡선 (bell curve)
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확률변수와확률분호 iv

연속확률분포 어떤사건의연속확률변수가 X일때, 그에 대한 확률 P는
연속확률분포 f(x)를지정한 X의구간안에서적분한값과
같음

P(a ≤ X ≤ b) = ∫
b

a
f(x)dx

1.4 1.45 1.5 1.55 1.6 1.65 1.7 1.75 1.8 1.85 1.9 1.95 2
0

2

4

µ = 1.7, σ2 = 0.12

f(x) = P(H)
∫

175

172
f(x)

키 H[m]

P(
H
)[
%
]
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확률변수와확률분호 v

연속확률분포종류: 정규분포 (normal distribution),지수분포
(exponential distribution),스튜던트 t분포 (student’s t-distribution),
파레토분포 (Pareto distribution),로지스틱분포 (logistic distribution)
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결합확률과조건부확률

결합확률 사건 A와사건 B가서로독립된사건일때, 두 사건의
결합확률 (동시에일어날확률)은다음과같음

P(A ∩B) = P(A,B) = P(A)P(B)

조건부확률 사건 B가일어났을때, 사건 A가일어날조건부확률은
다음과같음

P(A∣B) = P(A ∩B)
P(B)

P(A ∩C) = P(A) ⋅P(B̄)

P(C) = P(A ∩ B̄) +P(Ā ∩B)
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기댓값

기댓값 모든이산확률변수 X에대한기댓값 E(X)는다음과같음.
이때, 확률은 P(X)

E(X) =∑P(X) ⋅X

X와 Y가서로독립된확률변수이고 k는상수라고할때다음식이성립함

1. E(k) = k: 상수의기댓값은상수
2. E(kX) = kE(X): 확률변수를 상수배하면기댓값도상수배가됨
3. E(X +Y) = E(X) +E(Y) : 확률변수의 합의기댓값은각기댓값의
함과같음

4. X와 Y가서로독립일때 E(XY) = E(X) ⋅E(Y) : 독립적인
확률변수의곱에대한기댓값은각기댓값의곱과같음
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평균과분산그리고공분산 i

평균값 n개의확률변수가각각 x1, x2, . . . , xn이라는값을가질때

평균값 x̄는다음과같음

x̄ =
n
∑
k1

1
n
⋅ xk =

1
n

n
∑
k1

xk

분산 n개의확률변수가각각 x1, x2, . . . , xn 이라는값을가지고

평균값이 x̄일때분산 σ2은다음과같음

σ2 = 1
n

n
∑
k=1
(xk − x̄)2

표준편차 편차는 +와 −같은부호를갖고있음. 평균을 기준으로
떨어진정도를나타냄. σ는다음과같음.

σ =
√
σ2 =

¿
ÁÁÀ 1

n
n
∑
k=1
(xk − x̄)2
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평균과분산그리고공분산 ii

공분산 두확률변수의상관관계를확인할때사용. 두 가지

데이터에대한 n조의확률변수
(X,Y) = {(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn)}이있다고가정함.
X의평균이 µx이고 Y의평균이 µy라고할때공분산은

Cov(X,Y)다음과같음

Cov(X,Y) = 1
n

n
∑
k=1
(xk − µx)(yk − µy)
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상관계수

상관계수 확률변수 X와 Y의분산이양수이고각각의표준편차가
σX, σY 공분산이 σXY라고할때의상관계수는다음과같음

(이때, −1 ≤ ρ ≤ 1)
ρ = σXY

σXσY

공분산을상관계수로변환하였기때문에상관계수끼리강약을비교할수

있음
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최대가능도추정

최대가능도추정 maximum likelihood estimation. 가장그럴듯하게값을
추정.

최대가능도추정이란어떤파라미터 θ의값을추정하는

방법이며, θ에대한가능도함수 L(θ)을최대로만드는 θ을

찾는것. 이때의 θ에대한추정값은다음방정식을만족함

dL(θ)
dθ

= 0

이산확률분포의식은확률의곱으로표현이되기때문에미분이쉽지

않음. 가능도함수에자연로그를붙여주어로그가능도함수 loge L(θ)를
만들면됨

d
dθ

loge L(θ) = 0
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선형회귀



선형모델의변수

목적변수 objective variable추정하고싶은값
종속변수 dependent variable추정하고싶은값
설명변수 explanatory variable추정하는데필요한정보
독립변수 independent variable추정하는데필요한정보
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데이터척도

분류 척도 설명

질적데이터
명 목 척 도

(nominal
scale)

분류나구별을하기위한척도. 더미 변수

라고도함 (예: 남성 0,여성 1)

서 열 척 도

(ordinal
scale)

대소 관계만 의미가 있는 척도 (예: 나쁨:
0,보통: 1,좋음: 2)

양적데이터
등 간 척 도

(interval
scale)

간격에 의미가 있는 변수. 덧셈, 뺄셈만

의미가있음 (예: 서기)

비 율 척

도 (ratio
scale)

비례에도 의미가 있는 변수. 덧셈, 뻴셈,

곱셈, 나눗셈전체에의미가있음. (예: 속
도, 키, 체중)
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선형회귀모델

회귀모델 하나의목적변수 (종속변수)를하나이상의설명변수
(독립변수)로기술한관계식. 계수 (가중치)는일반적으로
w0,w1, . . . ,wn로표현하고설명변수는일반적으로

x1, x2, . . . , xn로표현함

y = w0 +
l
∑
k=1

wkxk

y = w0 +w1x1 +w2x2 + . . . +wnxn
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

y1
y2
⋮

yn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 x11 x12 ⋯ x1l
1 x21 x22 ⋯ x2l
⋮ ⋮⋮ ⋱ ⋮
1 xn1 xn2 ⋯ xnl

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

w1
w2
⋮

wn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
y = XW
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최소제곱법으로파라미터도출 i

최소제곱법 least squared method수치데이터들을 1차함수와같은
특정함수를사용하여근사적으로표현하는방법. 수치

데이터값과함수의결과값사이에오차가최소가되도록

하는것. 이 과정에서오차가가장작게나오는가중치를

찾으면이를모델식의계소로사용함.

0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
6.5

7

7.5

8

8.5

−1.80 ⋅Weight + 9.3

Distance (km)

Pr
ic
e
(×

10
3 )

Price per Dist

실제데이터와추세선간의거리의차

D =
29
∑
l=1
∣yl − (w0 +w1xl)∣

=
29
∑
l=1
(yl − (w0 +w1xl)2
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최소제곱법으로파라미터도출 ii

D =
29
∑
l=1
(yl − (w0 +w1xl)2

D = (8.7 − (w0 + 0.5w1))2 + (7.5 − (w0 + 0.8w1))2

+(7.1 − (w0 + 1.1w1))2 + (6.8 − (w0 + 1.5w1))2

D = 4w2
0 + 4.35w2

1 + 7.8w0w1 − 60.2w0 − 56.72w1 + 228.59

Math for AI, Seongjin Lee (Gyeongsang National University) 101/154



최소제곱법으로파라미터도출 iii

이때 D가최솟값을가지려면 w0과 w1로편미분했을때값이 0이되어야
함. 그러므로 다음과같은식을만들수있음

δD
δw0

= 8w0 + 7.8w1 − 60.2 = 0

δD
δw1

= 8.7w0 + 7.8w1 − 56.72 = 0

연립방정식을풀면

−1.8037x + 9.2836

Math for AI, Seongjin Lee (Gyeongsang National University) 102/154



최소제곱법으로파라미터도출 iv

일반적으로는목적변수 Y, 설명변수 X1,X2, . . . ,Xl 그리고모델식

f(X1,X2, . . . ,Xl)이라고할때최소제곱법을적용하는과정은오차의
제곱합 D를최소화하는 f(X1,X2, . . . ,Xl)를구하는문제임.

n개의데이터세트에서 k번째의데이터를 (xk1, xk2, . . . , xkl, yk)오차의
제곱합은다음과같은식으로표현할수있음.

D =
n
∑
k=1
(yk − f(xk1, xk2,⋯, xkl)2

모델식은다음과같음.

f(xk1, xk2, . . . , xkl) =
l
∑

m=1
wmxkm +w0

가중치(w0,w1, . . . ,wl)를변화시키면서함수 D(w0,w1, . . . ,wl)d이최소가되는값을
만드는가중치의조합을찾기!! 각 가중치의편미분이 0이되는해찾기
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정규화로과학습줄이기 i

샘플데이터

−4 −2 0 2 4
−40

−20

0

20
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정규화로과학습줄이기 ii

일반화능력 generalization
ability,약간의
노이즈는허용하면서

전체적인데이터의

특성은잘반영한식

−4 −2 0 2 4

−40

−20

0

20

40

과학습/과적합 overfitted,주어진
데이터에너무정확히

들어맞아지나치게

복잡하게표현된상태

−4 −2 0 2 4

−40

−20

0

20

40

Math for AI, Seongjin Lee (Gyeongsang National University) 105/154



정규화로과학습줄이기 iii

정규화 선형회귀에서과학습을피하는방법. 모델이복잡해질수록

일종의패널티를적용하여과학습을억제

정규화방법: L1정규화, L2정규화, Norm과같음

선형회귀모델 : y = w0 +∑l
k=1 wkxk

정규화를위해추가할항: λE(w)
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정규화로과학습줄이기 iv

L1정규화에서는파라미터의 L1 norm에계수를곱한다음과같은항을
사용

λE(w) =
l
∑
k=1
∣wk∣

최소제곱오차식D = ∑n
k=1(yk − f(xk1, xk2, . . . , xkl))2에추가

Lasso회귀

D =
n
∑
k=1
(yk − f(xk1, xk2, . . . , xkl))2 + λE(w)
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정규화로과학습줄이기 v

L2정규화에서는파라미터의 L2 norm에계수를곱한다음과같은항을
사용

λE(w) =
l
∑
k=1
∣w2

k ∣

그리고 L1정규화를할때와같이최소제곱오차를구하는식에항을추가

D =
n
∑
k=1
(yk − f(xk1, xk2, . . . , xkl))2 + λE(w)

L2정규화에서는 L1정규화와달리절댓값을사용하지않음. 미분이
상대적으로쉬움. 이렇게 정규화된선형회귀를 Ridge회귀라고함

L1정규화는 L2정규화는기존의모델식에조합해서쓸수있고이둘을
조합할수도있음. 그렇게 만들어진회귀모델을 Elastic Net이라고함
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정규화로과학습줄이기 vi

scikit-learn에서는특별히지정하지않은한기본적으로 λ = 1.0으로
계산함. 정규화 강약을조정하려면 λ를조절
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모델평가 i

모델을검증하기위한데이터세트를만드는방법

홀드아웃교차검증법 holdout cross validation,하나의데이터세트를
학습용데이터와테스트용데이터두가지로나누는방법

k-분할교차검증법 k-fold cross validation,데이터세트를 k개로분할한
다음, k번에걸쳐학습데이터와테스트데이터의조합을
바꿔쓰는방법
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모델평가 ii

모델의성능은시각화를통해눈으로도확인할수있는잔차 (residual)
그래프에표시

잔차 추정된회귀식과실제데이터사이의차이

회귀식을 y = w0 +∑l
k=1 wkxk라고 i번째의잔차를 ei라고할때잔차를

구하는식은다음과같음

ei = yi − (w0 +
l
∑
k=1

wkxki)
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모델평가 iii

n개의데이터가있을때평균제곱오차와결정계수는다음과같은식으로
구할수있음

MSE = 1
n

n
∑
i=1
(y실측값i − y예측값i)2

R2 = 1 − MSE
1
n ∑

n
i=1(y실측값i − ¯y실측값i)2

, (0 ≤ R2 ≤ 1)

R2 의분모는 y의분산이고, ¯y실측값i은 y실측값i의평균을뜻함. 이 지표는 0
이상 1이하의값을갖고있으며 1에가까울수록잘맞는모델임.
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Classification



로지스틱회귀 i

로지스틱회귀 Logistic regression, 1이될확률 p이고 0이될확률이
1 − p인이산확률분포를사용하여 1이나 0의값을
확륙적으로얻는방법. 이산확률분포로는베르누이분포

(Bernoulli distribution)등이있음

x가실수입력값이고 y = 0,1이출력값일때, 출력값은 반드시 0과 1중
하나가나옴. 이때, 출력값 y = 1이되는조건부확률 p(y = 1∣x; θ)는다음과
같음. 이때 θ는실수파라미터임

p(y = 1∣x; θ) = 1
1 + exp(−θTx)

Math for AI, Seongjin Lee (Gyeongsang National University) 113/154



로지스틱회귀 ii

p(θ) = 1
1+exp(−θ)를로지스틱함수라고함치역은 0에서 1이고평균값인

0.5가되는함수. 시그모이드함수로소개됨

−10 −8 −6 −4 −2 2 4 6 8 10

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
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0.7
0.8
0.9

p(θ) = 1
1+exp(−θ)

θ

p(θ)
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로지스틱회귀 iii

이함수의정의역은실수전체로 θ > 0일때 y = 1이될확률 p(θ)가 0.5
보다커지는특징이있음. 이 특징을 사용하여어떤대상을분류할때

사용함

학습데이터로쓸데이터세트 (xi, yi)가 1 ≤ i ≤ m만큼주어졌다고가정할
때다음과같은식이성립함

pi(y = yi∣xi; θ) ≥ 0.5일때, yi = 1
pi(y = yi∣xi; θ) < 0.5일때, yi = 0
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목적함수 i

확률표현을 pi(y = yi∣xi; θ)와같이간단히표현한후, 목적 함수 J(θ)를
최소로만드는 θ를구한다고할때, 다음과 같은목적함수를만들수있음

J(θ) = 1
2m

m
∑
i=1
(pxi − yi)2

일반적으로는이식을최소화하는 θ를구하기위해전개해야함. 이

경우는 0 ≤ pxi ≤ 1이고, yi는 0또는 1만나온다는사실을알고있기
때문에다음과같은손실함수 L(θ)로바꿔서계산하는것이효과적임

L(θ) = −
m
∑
i=1
(yilog(pxi) + (1 − yi) log(1 − pxi))
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목적함수 ii

L2정규화를적용한로그목적함수는다음과같음. 이때 λ는정규화의

강도를나타내는파라미터임

L(θ) = −
m
∑
i=1
(yilog(pxi) + (1 − yi) log(1 − pxi)) +

1
2λ

n
∑
j=1

θ2
j

다중클래스분류 (multi-class classification)의경우 one-vs-rest기법을
사용하여여러개의이진클래스분류기문제로나눠서해결함.

(y = i, y ≠ i)
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정밀도, 재현율, F값

예측결과

Positive False
실제 True 진양성, True positive, TP 위음성, False negative, FN
결과 거짓 위양성, False Positive, FP 진음성, True negative, TN

정밀도

Precision = TP
TP + FP

재현율

Recall = TP
TP + FN

F값
F = 2 × Recall × Precision

Recall + Precision
= 2TP

2TP + FN + FP
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Neural Networks



모델

활성화 σ

wx + b→ σ(wx + b)

b(bias)

x(input)

a(output)
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비선형변환 i

ςa(x) =
1

1 + exp(−ax)

−20 −10 10 20

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.5

φ(x) =max(0, x) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x (x > 0)
0 (x ≤ 0)

x

y
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비선형변환 ii

선형분리가가능한경우

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

선형분리가불가능한경우

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

비선형변환활성화함수를사용하여분리할수있도록만들어야함
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순전파 i

x0
1

x0
2

x0
3

Input layer

h1
0

h1
1

h1
2

Hidden
layer 1

h2
0

h2
1

h2
2

Hidden
layer 2

a1

a2

Output layer

입력값

xαβ
α : 계층번호

β : 노드번호

출력값

aα
β

α : 계층번호

β : 노드번호

가중치

wα
βγ

α : 다음 계층번호

β : 다음 계층 노드번호

γ : 이전 계층의 노드번호

바이어스

bαβ
α : 다음 계층번호

β : 다음 계층 노드번호

활성화함수

σα
α : 계층번호
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순전파 ii

최초의입력층에서는별다른처리를하지않음

x0
1 = a0

1, x0
2 = a0

2

은닉층의입력값은다음과같이표현됨

x1
1 = w1

11a0
1 +w1

12a0
2 +w1

13a0
3 + b1

1

x1
2 = w1

21a0
1 +w1

22a0
2 +w1

23a0
3 + b1

2

행렬로표현하면다음과같음

x1 = (x
1
1

x1
2
) , W1 = (w

1
11 w1

12 w1
13

w1
21 w1

22 w1
23
) , a0 =

⎛
⎜⎜
⎝

a0
1

a0
2

a0
3

⎞
⎟⎟
⎠
, b1 = (b

1
1

b1
2
)

x1 =W1a0 + b1
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순전파 iii

은닉층의출력값 (σ함수는시그모이드함수로가정)

a1
1 = σ1(x1

1)
a1

2 = σ1(x1
2)

예를들어 x1
1 = 0일때시그모이드함수를사용하면 a1

1 = σ1(0) = 0.5가됨

은닉층에서출력층으로정보전달

x2 =
⎛
⎜⎜
⎝

x2
1

x2
2

x2
3

⎞
⎟⎟
⎠
, W2 =

⎛
⎜⎜
⎝

w2
11 w2

12
w2

21 w2
22

w2
31 w2

32

⎞
⎟⎟
⎠
, a1 = (a

1
1

a1
2
) , b2 =

⎛
⎜⎜
⎝

b2
1

b2
2

b2
3

⎞
⎟⎟
⎠

x2 =W2a1 + b2
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순전파 iv

so tmax함수 n차원의실수벡터 x⃗ = (x1, x2, . . . , xn)이있다고가정할
때, 다음 식에서 n차원의실수벡터 y⃗ = (y1, y2, . . . , yn)을
결괏값으로내는함수를 so tmax함수라고부름

yi =
exp(xi)

exp(x1) + exp(x2) +⋯ + exp(xn)
(1 ≤ i ≤ n)

so tmax를사용하면결괏값을확률적인표현으로만들수있음

2계층에서적용된 so tmax함수를 σ2라고할때, 이 함수의결과로나오는

확률 a2
1,a2

2,a2
3는다음과같이표현됨

a2
1 = σ2(x2

1), a2
2 = σ2(x2

2), a2
3 = σ2(x2

3)

a2
1,a2

2,a2
3 중에서가장큰값이나오는카테고리가판별의결과
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손실함수 i

가중치와바이어스를조정할때는손실함수의값이최소가되도록

만들어야함

손실함수 신경망이출력한값과실제값과의오차에대한함수

다양한손실함수가있음. 그 중 평균제곱오차 (MSE, mean squred error)
E는다음과같이구함. 이때, t는정답레이블 y는신경망의출력

E = 1
2
∥t − y∥2
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손실함수 ii

예시
3계층신경망에서 2계층의출력 y2가 y2 = (0.1w,0.5w,1− 0.6w)이고정답
t는 t = (0,1,0)이라고할때평균제곱오차 E를구하고이값을최소로
만드는 w를구하시오

E = 1
2
((0 − 0.1w)2 + (1 − 0.5w)2 + (0 − 1(1 − 0.6w))2)

E = 0.31w2 − 1.1w + 1

평균제곱오차를최소화시키려면 w로미분했을때의값이 0이되도록해야
함 (답 w ≈ 1.774)

dE
dw
= 0.62w − 1.1 = 0
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손실함수 iii

so tmax의결과예시 2
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

출력층 y 0.01 0.02 0.05 0.02 0.67 0.13 0.05 0.01 0.01 0.03
레이블 t 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

이때의평균제곱오차는다음과같이구함

(정답인경우 1그외는 0으로표기하는 one-hot기법사용)

E = 1
2
((0 − 0.01)2 + (0 − 0.02)2 + (0 − 0.05)2 + (0 − 0.02)2 + (1 − 0.67)2

+(0 − 0.13)2 + (0 − 0.05)2 + (0 − 0.01)2 + (0 − 0.01)2 + (0 − 0.03)2)
= 0.0664
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손실함수 iv

교차엔트로피

E = −∑ t loge y

평균제곱오차에서사용한 one-hot표현법은 0과 1뿐이없기때문에교차
엔트로피를손실함수로사용함

0 0.5 1 1.5 2

−4

−2

0

그래프를보면 y가 1일때 E = 0이
나오고 y가 0에가까워질수록 E의값은
0보다작아짐. 0에가까워질수록음수가
나오는데이것을양수로만들기위해교차

엔트로피의손실함수에마이너스부호를

붙임.

출력층의활성화함수로 so tmax함수를
사용할때출력값은 0 ≤ y ≤ 1과같은
확률표현됨. 결과 y는 1을넘지않으므로
loge y > 0이되지않음
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경사하강법 i

입력층, 은닉층 출력층이많아질수록평균제곱오차를최소화하기위해

고려해야하는변수의수가기하급수적으로많아짐 (예: 입력층 3,은닉층
2,출력층 3개일때변수 17개)

경사하강법 함수의그래프를따라움직이면서기울기를조사하고이때

구한기울기의값이작아지는방향으로조금씩이동하는

방법

w
[0]w[1] w[2]

Math for AI, Seongjin Lee (Gyeongsang National University) 130/154



경사하강법 ii

경사하강법수식

df(x)
dx

= lim
∆→0

∆f(x)
∆x

= lim
∆→0

f(x + h) − f(x)
h

h =∆x라고가정하면

df(x)
dx

= lim
∆→0

f(x +∆x) − f(x)
∆x

∆x가충분히작은값이라고한다면 lim∆→0에따라서다음과같은

근사식이됨
df(x)
dx

≈ lim
∆→0

f(x +∆x) − f(x)
∆x

양변에 ∆x을곱해전개하면다음과같이됨 (근사공식)

df(x)
dx

∆x ≈ lim
∆→0

f(x +∆x) − f(x)
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경사하강법 iii

함수 f(x)에대해 x에 ∆만큼의변화를주었을때 f(x)의변화량을 ∆f
이라고하면다음과같이정리할수있음

∆f(x) = f(x +∆x) − f(x)

앞의식에대입하면다음과같이정리됨

∆f(x) ≈ df(x)
dx

∆x

원하는것은 ∆f(x)가음이되는방향으로 ∆x를조금씩이동하며
최솟값을찾아야함.
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경사하강법 iv

최솟값을찾을조건

• 접선의기울기 (df(x)
dx ∆x)가음일때 ∆x가양이라면 ∆f(x)는음

• 접선의기울기 (df(x)
dx ∆x)가양일때 ∆x가음이라면 ∆f(x)는음

다음과같은수식이성립한다면함수의최솟값을찾기위해그래프를타고

내려갈수있음

∆x = −ηdf(x)
dx

이때 η를학습률 (learning rate)이라고부르고너무크거나너무작으면
최솟값에이르지못할수있음
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경사하강법 v

이동하기전후의위치를 xold, xnew라고하면다음과같이표현할수있음

(갱신식)
∆x = xnew − xold

앞의식에대입하면다음과같음

xnew = xold − η
df(x)
dx

다변수함수인경우의경사하강법식은다음과같이정리됨 (우변의
괄호안을손실함수 E의기울기라고표현함)

E = −η ( ∂E
∂w1

11
,
∂E
∂w1

21
,
∂E
∂w1

31
,⋯)
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경사하강법 vi

경사하강법을사용하여모든학습데이터의오차계산을해야하면

학습시간이너무오래걸리는문제가있음.

확률적 경사하강법을사용하여이문제를해결함.

학습데이터중 N의데이터를골라학습시킨후그결과로나온손함수에
경사하강법을적용하여가중치를구하는방법

이과정을반복하면 N개의데이터마다가중치를갱신할수있게되는데,
이때 처리하는 N개의데이터개수를배치사이즈라고함

학습데이터를몇차례다시사용하면서정확도를높일수있는데, 이때

반복하는횟수를에포크 (epoch)라고함
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오차역전파법 i

손실함수의기울기를구하는것은쉽지않은일임. 가중치나 바이어스

변수가너무많고, 이를 미분할때도계산량이너무많기때문임

손실함수의기울기를좀더쉽게구할수있는방법이필요함

오차역전파법이이를개선하기위해등장

순전파방식
입력값에가중치를곱하고, 그

값을 다음계층으로전달하는

과정을반복하는방식

역전파방식
출력값과정답사이의오차를

먼저구한후, 그 정보를바탕으로

바로직전단계의계층의

가중치와바이어스를조정하는

방식
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오차역전파법 ii

손실함수는평균제곱오차식을사용하고닉층의활성화함수로표준

시그모이드함수를사용

우리의목표

함수의기울기를구하기위해다변수함수의기울기( ∂E
∂w1

11
, ∂E
∂w1

21
, ∂E
∂w1

31
,⋯)

를최소화하는것

일반화하면 ∂E
∂wl

kj
을최소화하는것
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오차역전파법 iii

개념도식

xl−1
j ; al−1

j xl
k; al

k

jth node

l − 1 layer l layer

bl
k

wl
jk+1 × al−1

j+1 kth node

activation function

wkjl × al−1
j

activation functionactivation function
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오차역전파법 iv

미분의연쇄법칙적용
∂E
∂wl

kj
= ∂E
∂xl

k

∂xl
k

∂wl
kj

xl
k을풀어쓰면다음과같음

xl
k = wl

klal−1
1 +wl

k2al−1
2 +⋯ +wl

kjal−1
j +⋯ + bl

k

xl
k를 wl

kl로미분하면다음과같은식을얻음

∂xl
k

∂wl
kj
= al−1

j

앞의식에적용하면다음과같은결과를얻음

∂E
∂wl

kj
= ∂E
∂xl

k
al−1

j
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오차역전파법 v

al−1
j 는직전계층의출력이기때문에쉽게얻을수있음.

이해를 위해오차 δl
k를 δl

k =
∂E
δxl

k
로바꿔서다음과같이표현

∂E
δxl

k
= δl

kal−1
j

δl
k는계층에따라구하는방법이다름

• case1: 마지막계층일때
• case2: 마지막계층이아닐때
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마지막계층일때 δl
k i

혼돈을막기위해 l을 L로바꿈 → δL
k

δL
k =

∂E
δxL

k

연쇄법칙을적용

δL
k =

∂E
δxL

k
= ∂E
∂aL

k

∂aL
k

δxL
k

∂aL
k

δxL
k
는다음과같이표현할수있음

∂aL
k

δxL
k
=
∂ς(xL

k )
∂xL

k
= ς ′(xL

k )
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마지막계층일때 δl
k ii

∂E
∂aL

k
는다음과같이표현할수있음

∂E
∂aL

k
=
∂ 1

2(a
L
k − yk)2

∂aL
K

= (aL
k − yk)

정리하면다음과같은식을만들수있음

δL
k = ∂E

∂xL
k
= ∂E
∂aL

k

∂aL
k

δxL
k

=
∂ 1

2(a
L
k − yk)2

∂aL
K

ς ′(xL
k )

= (aL
k − yk)ς ′(xL

k )
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마지막계층일때 δl
k iii

aL
k 는마지막계층일때의출력, yk는마지막계층일때의정답레이블,

그리고 ς ′(xL
k )는마지막계층일때의입력을활성화함수에대입후

미분한것
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마지막계층일때 δl
k iv

Case 1: 마지막계층일때의 δL
k 의도식화

xL
j ; aL

k

xL
k+1; al

k+1

정답

레이블

오차

오차

δL
k 를구할수있음
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마지막계층이아닐때 δl
k i

δl
k를구하는방법,

다음 식의 값을구하는것이목표임: δl
k =

∂E
∂xl

k

δ2
1 =

∂E
∂x3

1

∂x3
1

∂a2
1

∂a2
1

∂x2
1
+ ∂E
∂x3

2

∂x3
2

∂a2
1

∂a2
1

∂x2
1
+ ∂E
∂x3

3

∂x3
3

∂a2
1

∂a2
1

∂x2
1

각항에나오는첫번째부분

∂E
∂x3

1
은노드의오차 δl

j의정에의해서
∂E
∂x3

1
= δ3

1과같이표현할수있음

∂E
∂x3

1
= δ3

1 ,
∂E
∂x3

2
= δ3

2 ,
∂E
∂x3

3
= δ3

3
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마지막계층이아닐때 δl
k ii

각항에나오는두번째부분
∂x3

1
∂a2

1
은 x3

1 = a2
1w3

11 + a2
2w3

12 + b3
1를적용하면

∂x3
1

∂a2
1
= w3

11과같이표현할수있음

∂x3
1

∂a2
1
= w3

11,
∂x3

2
∂a2

1
= w3

21,
∂x3

3
∂a2

1
= w3

31

각항에나오는세번째부분
∂a2

1
∂x2

1
의경우를보면, a2

1 = ς(x2
1)

∂a2
1

∂x2
1
= ∂ς(x2

1)
∂x2

1
= ς ′(x2

1)
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마지막계층이아닐때 δl
k iii

정리하면 δ2
1는다음과같이정리할수있음

δ2
1 = ∂E

∂x3
1

∂x3
1

∂a2
1

∂a2
1

∂x2
1
+ ∂E
∂x3

2

∂x3
2

∂a2
1

∂a2
1

∂x2
1
+ ∂E
∂x3

3

∂x3
3

∂a2
1

∂a2
1

∂x2
1

= δ3
1w3

11ς
′(x2

1) + δ3
2w3

21ς
′(x2

1) + δ3
3w3

31ς
′(x2

1)
= (δ3

1w3
11 + δ3

2w3
21 + δ3

3w3
31)ς ′(x2

1)

이식을일반화하면다음과같이표현할수있음

δl
k = (δl+1

1 wl+1
1k + δl+1

2 wl+1
2k +⋯ + δl+1

m wl+1
mk)ς ′(xl

k)

δl
k =

m
∑
i=1
(δl+1

i wl+1
ik )ς ′(xl

k)

m은 l + 1계층에있는노드의개수
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마지막계층이아닐때 δl
k iv

Case 2: 마지막계층이아닐때의 δl
k의도식화

δl−1
k

δl−1
k+1

δl−1
k+2

δl
k

δl
k+1

입력층

입력층

입력층

출력층

출력층

l − 1 layer l layer
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마지막계층이아닐때 δl
k v

l계층의 δl
k에서 l − 1계층의오차 δl−1

k 를구할수있음

δl
k =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

(al
k − yk)ς ′(xL

k ) L
∑m

i=1(δl+1
i wl+1

ik )ς ′(xl
k) l

바이어스를구하는식은가중치를구하는식과같음

l − 1계층의출력이 1일때 al−1
j = 1이됨

∂E
∂bl

k
= δl

k
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오차역전파법공식정리 i

∂E
∂wl

kj
= δl

kal−1
j

∂E
∂bl

k
= δl

kjl

δl
k =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

(al
k − yk)ς ′(xL

k ) l이마지막계층일때
∑m

i=1(δl+1
i wl+1

ik )ς ′(xl
k) l이마지막계층이아닐때

E: 손실함수
wl

kj: l계층 k번째노드의 l − 1계층 j번째
노드로부터의가중치

δl
k: l계층 k번째노드의오차

a − jl−1: l − 1계층 j번째노드의출력

bl
k : l계층 k번째노드의바이어스

yk: k번째노드의정답레이블
ς(xl

k): 활성화 함수
m: l + 1계층의노드개수 (시그모이드
함수등)
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오차역전파법수식과순서정리 i

1. 손실함수를구한후, 그 값을 최소화하기위한 w와 b를구함

수식

E = 1
2
∥⃗t − y⃗∥2, y⃗ =Wx⃗ + b⃗

t: 정답 레이블
y: 신경망의 출력
W: 가중치

x: 출력
b: 바이어스

문제점: 최소화하고싶은변수 w와 b의개수가너무많아미분할때 0이
되는연립방정식을풀기가어려움
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오차역전파법수식과순서정리 ii
2. 경사하강법을사용하여손실함수의값이작아지는방향을확인

수식

wnew = wold − η
∂E

∂wold
, bnew = bold − η

∂E
∂bold

wnew: 이동 후의 가중치

wold: 이동 전의 가중치

η: 학습률

bnew: 이동 후의 바이어스

bold: 이동전의 바이어스

문제점: 값을움직일양을구하기위해 ∂E
∂w 와

∂E
∂b 를계산하기에는너무

많은미분대상이있어서어려움
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오차역전파법수식과순서정리 iii
3. 오차역전파법을사용하여가중치를결정

수식

∂E
∂wl

kj
= δl

kal−1
j ,

∂E
∂bl

k
= δl

kjl

δl
k =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

(al
k − yk)ς ′(xL

k ) l이마지막계층일때
∑m

i=1(δl+1
i wl+1

ik )ς ′(xl
k) l이마지막계층이아닐때

E: 손실함수
wl

kj: l계층 k번째노드의 l − 1계층 j번째
노드로부터의가중치

δl
k: l계층 k번째노드의오차

a − jl−1: l − 1계층 j번째노드의출력

bl
k : l계층 k번째노드의바이어스

yk: k번째노드의정답레이블
ς(xl

k): 활성화 함수
m: l + 1계층의노드개수 (시그모이드
함수등)

†학습시에는배치사이즈의개수만큼순전파를진행, 경사하강법과오차역전파법을
사용해서가중치와바이어스를갱신. 2와 3을반복하여 w와 b의근삿값을찾음
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모델평가

홀드아웃 holdout평가는정답률을보고결정함. 분석된 결과를
카테고리별로분류한후그중에서몇%가정답인지확인함.

드랍아웃 dropout무작위로뉴런 (노드)을제거하여정보의전달을
막아학습데이터의노이즈나특징에영향을덜받게

만드는방법

Math for AI, Seongjin Lee (Gyeongsang National University) 154/154



That's all Folks!
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